Informatique Générale EDP - Equation de la chaleur- corrigé CPGE ®™¢ année

or _ T Of(x)g(t) _ 9 f(a)g(t) / " gt) _ f'(2)
—1 S _— = = = =
B e o= @O = af @9t = o
Ceci étant vrai quelque soit x et quelque soit t, on a fT” = g—; = cste = —k

On résout alors l’équation différentielle ¢’ + kg = 0, et on trouve avec go = g(0),
vt e Ry, g'(t) = goe”
f vérifie Uéquation différentielle f" + kf =0 dont I’équation associée est X +k = 0 de discriminant
A = —4k.
sik <0 alors f(z) = AeVIFIT L BemVIFT  puisque f(0) = f(L) =0, on a f(z) =
si k=0 alors f(x) = Az + B, puisque f(0) = f(L) =0, on a f(z) =0
Dans les deuz cas,
Vo € [0; L], f(x) =0
si k> 0 alors f(zx) = Acos(Vkx) + Bsin(vVkz).
Puisque f(0) =0, on a A=0. Puisque f(L) =0, on a B =0 ou Uezistence de j € N tq 'k = %
Ainsi ,
flx) = fojsz'n (J—Wx)
L
ot fg est une constante possiblement nulle.

par linéarité de ’équation différentielle, f est de la forme

oo sl

7>0
Enfin,
V(z,t) € [0; L] x Ry, T(t,x) = g(t) x f(z) = goe~“F x Zfosm(—x) ZT ek sm(g )

7>0

rq : on remarque que le seul cas ot T est non-identiquement nul est le cas ot k > 0 et di au terme e~ % I
température tend vers 0 en un temps infini.
Le développement de Taylor a Uordre 2 selon t permet d’écrire :

- oT (dt)? 9*T 5
T(t+dbw) = T(tw) + dio (L) + == (6w) + o(d?)
Ainsi, on a :
or 1 dt O*T
=T+ Tt g ) ol
=7 —(T(t + dt,x) — T(t,x)) + O(dt)
Le développement de Taylor a l'ordre 4 selon x permet d’écrire :
or L (dz)' &'T
T(t,x 4+ dx) = (t:r:)—l—daca (t,z) —|—; f 8xl(tx)+0(dx)
oT 1 (—da) O'T
T(t,x —dx) =T(t,x) — dx%(t,x) + 2T o (t,x) + o(dz?)
En sommant, on trouve :
B (dm) o*T (dx)* o*T
T(t,x + dx) + T(t,x — dx) = 2T (t,x) + 2—— ) (t,x) + 2 TR (t,z) + o(dx?)
Ainsi,
o*T 1 dx? 9T
W(t’ x)= ) (T(tyx +dz) — 2T (t,x) + T(t,x —dz)) — — 17 B2 4(tw)+0(dx )

=13 (T(t,x + dz) — 2T (t,x) + T(t,x — dx)) + O(dz?)
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En remplacant les dérivées partielles par les différences finies calculées, I’équation de la chaleur de-
vient :

1

7 (T(t+dt,x) —T(t,x)) =

do‘2 (T(t,a + dz) — 2T (t,z) + T(t,x — dz)) + O(dt,dz?)

En évaluant en chaque point de la grille (At et Az seront les pas de discrétisation), on aura avec
Vn < N eti< M, T =T(ty + nAt,xg + iAz) la relation aux différences finies suivante :

At
(2) ,I%nJrl - Tzn = Z—.%'Q ( Z‘T_Li_l - 2Tzn + Tln_l) + O(At,AmQ)

Enfin en notant T la solution numérique (Vapprozimation de la solution T) du schéma (2), on a finalement :

~ ~ At ~ ~
(3)  Vmie[ON —1]x[LM 1], TP =T = S (T, — 207 + 17
Ce schéma est un schéma d’Euler explicite centré.
1 0 0 0
Tn
T% B 1-28 B L
En posant T™ = | _ | (I° est connu) et M = | 0| on obtient la suite
T : B 1-28 B
0 o 0 0 1

définie par T = M. ™
Ici, le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace. Le schéma est donc consistant.

Puisque le schéma d’Euler explicite centré est consistant et stable pour 5 < %, le théoreme de Lax nous

assure que le schéma est convergent pour 3 € {0; %}

Q-13-17 :| cf. fichier CPGE-Info-EDP-TP-ChaleurlD-corrige.py.

De la méme maniére que lors de ’étude de l’équation de la chaleur 1D, on trouve :

82
Ainsi, en posant Tij =T(xo+iAx,yo + jAy), on a :

o*T 1
02 () ~ Az 2(

T/, —2T) +T7.)
En faisant de méme pour la dérivée selon y, le schéma devient alors :

(o T T — 2T + TV ") =0
i+1 7 i—1

Az? A Ay?
Ainsi _
Ay (T) o + T ) + A (T)T + TV = 2(Aa® + AT/
et donc A2 A2
W2V (pd i BT (Rl gyl
L= s A T )t g Ay (B + 1)
Au final, en posant a = A—xQ etb= A—yZ ona |T/= b(T-j + TV )—i—a(TjH —|—T-j_1)
’ 2(Az? + Ay?) 2(Az2 + Ay?)’ : il Tl g i ’

lorsque Ax = Ay, on a biena=0b= i.

Q-20-22 :| cf. fichier CPGE-Info-EDP-TP-Chaleur2D-corrige.py.
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